4. La distribuzione esponenziale

Abbiamo visto alcuni esempi di densita ne] Processo uniforme
ed anche quella che studieremo in questo paragrafo viene, in un certo
senso, da li. Lo vedremo bene al capitolo IX. La presentiamo tut-
tavia adesso da un punto di vista fenomenologico, ricavandola ciod
da una caratteristica tipica dei fenomeni fisici governati da questa
legge di probabilita. |

Supponiamo che si ottengano k croci in & lanci di una moneta.
E’ intuitivamente ovvio che al prossimo lancio la probabilita di avere
testa ¢ la stessa come nei casi precedenti: la moneta non ricorda cid
che ¢ accaduto nel passato. Possiamo esprimere il fatto che la moneta
non abbia memoria, in termini del tempo d’attesa W,, come segue:

P(Wy >k +n|Wy> k) =P(Wy>n).

La probabilitd di ottenere una sequenza di & + n croci, se gid sono
‘uscite £ croci, & semplicemente la probabilita di ottenere le restantin
croci: quelle gid uscite non contano. Il tempo che bisogna aspettare

non dipende da quanto si & gia atteso! -
Nella realta, se si sta aspettando il verificarsi di qualcosa che

chiameremo «arrivo», non c'é alcuna astrazione nel pensare di lancia-
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re una moneta a piccoli intervalli discreti di tempo e determingp,
quando T'arrivo si verifica. Per esempio, si potrebbe stare vicing ,

un contatore Geiger aspettando un segnale. Il tempo d'attesa i
questo caso & continuo, ma come quello del processo di Bernoyy
non ha memoria. Esprimiamo questo fatto mediante la probability

condizionata.
irennizione. Sidice che la variabile aleatoria continua W possiede la
“ierriburione esponenziale quando P(W < 0) = 0 mentre per ogni ¢
by pasitivi risulta

PW>s4+t|W>s)=PIW>1).

Chiameremo W rempo d'attesa continuo senza memoria, benché il
valore di W non debba necessariamente essere un tempo.

L’ipotesi apparentemente innocua fatta per le variabiii distri-
buite esponenzialmente individua la distribuzione di W a meno di
un parametro. Questo fatto ¢ sorprendente ma vediamo come s
trova la distribuzione di W. La condizione che definisce una varia-

bile esponenziale si pud scrivere
PW>s+tnNW>s)=P(W>s5) P(W>1),

Ma IPevento (W > s + 1) & contenuto in (W > 5) quindi
(Wes+tnW>s)=(W>s +1),

e percid la condizione diventa P(W >s +1) = P(W >>5) P(W >1).
Questa formula, una volia posto G (1) = P(W > 1), si scrive mediante

la funzione & come s¢gye
Gis+1)=G(s)G(1).

Da guesta equazione soltanto possiamo dedurre che G(¢) = e™*' per
una opportuna costante a positiva. Chi gid conosce questo risultato

analitico pud tralasciare la dimostrazione che segue.
Si noti intanto che per £ = s = 0 risulta G(0) = G(0)? e quindi

G (0) = 1 per ovvie ragioni probabilistiche.
Se si passa alla funzione logaritmica abbiamo la relazione

log G(s + 1) = log G(s) + log G (1)
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inoltre G (1} ¢ una funziope Ovvia 205

S1 deduce che — log G (1)
essere — 108 G(r) = at per guale
G(t)y=eor,

C:m*,,cludlamn qfundi che la distribuzione di probabilita di
d'witesa W continuo senza memoria a L un tempo

FNN=PW<t)=] —e-at

£>0, a>0
r2nire la sua densitd &
den{W =t) = ge~ot

I grafici della distribuzione e della densiti sono disegnati qui di
seauito:

den W = 1) F ()}
D: I ——————————
9 t o t

| a densita e la distribuzione di un tempo di attesa nel continuo.

Sappiamo adesso perché W si dice distribuita esponenzialmente. Il pa-
rametro « si pud interpretare come la frequenza degli arrivi nel teint—
po: infafti possiamo dire che «in media» accadono « arrivi per ufula
di tempo. Questo si pud vedere facilmente calcolando la media di 1:111
tempo d’attesa esponenziale. Prima perd ricordiamo 'una fﬂr.rnula in-
teressante ed utile per la media di variabili aleatorne cuntmue: pr.::-l
sitive, cio® tali che P(X < () = 0. Infatti 12 media di queste variabili

sl pud trovare con la formula

E(X)= | [1—F(x)]dx
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lasciata da dimostrare nen‘esercizi{f 22.
Se W & una variabile distribulta esponenz

vale pertanto

iaknente, Ia sna media

E(W) =f [1 — F()]dt
Q

1
=
Questo risultato ci d3 in effetti il significato della costante & che ap-
pare nella distribuzione di W. Su tali ed altri significati ritorneremo
nel capitolo VIII.

La potenza del ragionamento probabilistico (fatto rigoroso con
la probabilitd condizionata) & che si pud calcolare la distribuzione di
una variabile aleatoria senza riferirsi ad uno spazio campione o ad
eventi. La distribuzione € definita in termini fenomenologici, ciog
soltanto in termini di fenomeni osservati.
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